Ogoélna teoria miary
Lista 4 (miary i ich wlasnosci)

Zad 1. Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym. Sprawdzi¢, ktora z funkcji zbioru p; :
2X - R,,i=1,..,7, jest addytywna, o-addytywna, a ktéra jest miarg na X:

0, Al <X 0, Al <N
ul(A)Z{ A= Mz(A):{ A=t

‘+OO, ’f“ 2 N07 ‘+OO, ’fﬂ > NO’

1, €A . :
ps(A) = o , gdzie ¢ € X jest ustalonym punktem, g = const.,
0, Zo ¢<A

ps(A) = [A] + 1, pe(A) = [A], pr(A) = pe(A) + ps(A).
Zad 2. Wykazaé, ze funkcja zbioru p: 2V — R, dana wzorem
1 1
Q) p(A) =) o D pA)=) =
neA neA

jest miara na N. Zbadaé czy zbiér wartosci miary p wypelnia caly przedziat [0, u(N)] i
czy z rownosci pu(A) = p(B) wynika, ze A = B.

Zad 3. Niech 4 : R — R, bedzie addytywna funkeja zbioru okreslong na pierscieniu R.
Wykazaé, ze

a) jesli p(0) # 0, to u(A) = +oo dla kazdego A € R,

b) jesli A, B € R sa takie, ze A C B i u(A) < oo, to u(B\ A) = u(B) — pu(A),
c) jesli A, B € R sa takie, ze A C B, to u(A) < u(B),

d) jesi A, Be€ Riu(B)=0,tou(AUB)=u(A\ B) = pu(A),

e) jesli A, B € R, to u(A) + u(B) = p(AU B) + u(AN B).

Zad 4. Udowodni¢, ze jesli p jest miara na pierscieniu R(S) generowanym przez rodzine
zbiorow S taka, ze pu(A) < oo dla kazdego A € S, to p jest miara skonczona.

Zad 5. Pokazaé¢, ze jeSli p jest miara na o-pierscieniu, to rodzina zbioréw o mierze
skoniczonej tworzy pierécieri, natomiast rodzina zbioréw o mierze o-skonczonej tworzy
o-pierscien.

Zad 6. Wykazac, ze jesli p jest o-skoriczona miara na o-algebrze S oraz {A;}ie; C S
jest rodzing zbiorow parami roztacznych, to zbior {i € I : u(A;) > 0} jest przeliczalny.

Zad 7. Niech p bedzie miara na pierScieniu R. Wykaza¢, ze relacja ~ okreSlona na R
warunkiem

A~B <= u(AAB)=0
jest relacja rownowazno$ci. Ponadto pokazaé, ze:
a) Jesli A~ B, to u(A) = u(B) = u(AN B). Czy zachodzi implikacja odwrotna?
b) Jesli u jest miara skornczona, to wzor
p([A], [B]) = n(AAB),

gdzie A, B sa reprezentantami klas abstrakcji [A], [B], okresla metryke na prze-
strzeni ilorazowej R/ ~.



