
Ogólna teoria miary

Lista 4 (miary i ich wªasno±ci)

Zad 1. Niech X b¦dzie zbiorem niesko«czonym. Sprawdzi¢, która z funkcji zbioru µi :
2X → R+, i = 1, ..., 7, jest addytywna, σ-addytywna, a która jest miar¡ na X:

µ1(A) =

{
0, |A| < ℵ0

+∞, |A| ≥ ℵ0

, µ2(A) =

{
0, |A| ≤ ℵ0

+∞, |A| > ℵ0

,

µ3(A) =

{
1, x0 ∈ A

0, x0 /∈ A
, gdzie x0 ∈ X jest ustalonym punktem, µ4 ≡ const.,

µ5(A) = |A|+ 1, µ6(A) = |A|, µ7(A) = µ6(A) + µ3(A).

Zad 2. Wykaza¢, ze funkcja zbioru µ : 2N → R+ dana wzorem

a) µ(A) =
∑
n∈A

1

2n
, b) µ(A) =

∑
n∈A

1

3n
,

jest miar¡ na N. Zbada¢ czy zbiór warto±ci miary µ wypeªnia caªy przedziaª [0, µ(N)] i
czy z równo±ci µ(A) = µ(B) wynika, »e A = B.

Zad 3. Niech µ : R → R+ b¦dzie addytywn¡ funkcj¡ zbioru okre±lon¡ na pier±cieniu R.
Wykaza¢, »e

a) je±li µ(∅) 6= 0, to µ(A) = +∞ dla ka»dego A ∈ R,

b) je±li A, B ∈ R s¡ takie, »e A ⊂ B i µ(A) < ∞, to µ(B \ A) = µ(B)− µ(A),

c) je±li A, B ∈ R s¡ takie, »e A ⊂ B, to µ(A) ≤ µ(B),

d) je±li A, B ∈ R i µ(B) = 0, to µ(A ∪B) = µ(A \B) = µ(A),

e) je±li A, B ∈ R, to µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B).

Zad 4. Udowodni¢, »e je±li µ jest miar¡ na pier±cieniu R(S) generowanym przez rodzin¦
zbiorów S tak¡, »e µ(A) < ∞ dla ka»dego A ∈ S, to µ jest miar¡ sko«czon¡.

Zad 5. Pokaza¢, »e je±li µ jest miar¡ na σ-pier±cieniu, to rodzina zbiorów o mierze
sko«czonej tworzy pier±cie«, natomiast rodzina zbiorów o mierze σ-sko«czonej tworzy
σ-pier±cie«.

Zad 6. Wykaza¢, »e je±li µ jest σ-sko«czon¡ miar¡ na σ-algebrze S oraz {Ai}i∈I ⊂ S
jest rodzin¡ zbiorów parami rozª¡cznych, to zbiór {i ∈ I : µ(Ai) > 0} jest przeliczalny.

Zad 7. Niech µ b¦dzie miar¡ na pier±cieniu R. Wykaza¢, »e relacja ∼ okre±lona na R
warunkiem

A ∼ B ⇐⇒ µ(A∆B) = 0

jest relacja równowa»no±ci. Ponadto pokaza¢, »e:

a) Je±li A ∼ B, to µ(A) = µ(B) = µ(A ∩B). Czy zachodzi implikacja odwrotna?

b) Je±li µ jest miar¡ sko«czon¡, to wzór

ρ([A], [B]) = µ(A∆B),

gdzie A, B s¡ reprezentantami klas abstrakcji [A], [B], okre±la metryk¦ na prze-
strzeni ilorazowej R/ ∼.


